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Аннотация

Рассматривается движение сплошной среды в плоском пространстве Минковского
в заданном силовом поле. При движении возникает относительная кривизна про-
странства-времени, обусловленная несовпадением гиперповерхности ортогональной
мировым линиям частиц базиса с гиперповерхностью одновременности. Разработан
неголономный математический аппарат и его применение к сплошным средам. Найде-
ны метрики для относительных квадратов элементов 4-интервала для произвольного
движения сплошной среды и частных случаев. Получен закон сложения 4-ускорений.
Оказалось, что точные решения уравнений Эйнштейна для изотропной космологи-
ческой модели для сильно разряженного газа и для плотности равной критической
следуют из решений уравнений Эйлера ньютоновской газодинамики.

1. Введение

В [1] было показано, что описание движения сплошной среды в инерциальной системе
отсчета (ИСО) и переход к неинерциальной (НСО) требует в общем случае выхода за
рамки плоского пространства - времени. Это связано с заданием не только силового поля,
действующего на частицы среды, но также и наложения условий на кинематические харак-
теристики континуума с помощью уравнений структуры [1-5]. Эти уравнения связывают
тензор Римана-Кристоффеля с тензорами скоростей деформаций, угловой скорости вра-
щения и векторами первой кривизны мировых линий частиц среды. В результате система
уравнений оказывается переопределенной и не реализуема в пространстве Минковского.
Эта система разрешима при рассмотрении движения среды в римановом пространстве или
в более общем случае в пространстве метрической связности. Однако, если не накладывать
на характеристики континуума дополнительных условий, а ограничиться лишь интегри-
рованием уравнений движения, например, в плоском пространстве - времени, то никакого
выхода за рамки плоского пространства - времени не происходит. При использовании него-
лономных преобразований тензор кривизны, полученный из пространства Минковского в
неголономных координатах также тождественно равен нулю. Однако этот нулевой тензор
может быть разбит на две ненулевые части, одна из которых выражается через символы
Кристоффеля обычным образом, а другая зависит от характеристик движущейся среды
[2-5].

2. Относительный тензор кривизны НСО в специальной теории
относительности (СТО)

Суть нашего метода отображения НСО из ИСО состоит в отыскании правил преоб-
разования геометрических объектов, заданных в галилеевых координатах пространства
Минковского (переменных Эйлера), через аффинные реперы лагранжевой сопутствующей
НСО. Впервые метод развит автором в работе [16]. "Пространственные"реперы такой НСО
лежат в гиперповерхностях, ортогональных мировым линиям частиц среды, (неголоном-
ных при наличии вращений), а временные векторы совпадают с полем 4 - скоростей V µ,
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касательных мировым линиям. Закон движения сплошной среды в произвольном силовом
поле в пространстве Минковского определяется уравнениями

xµ = Ψµ(yk̂, ξ0̂), (1)

где xµ - эйлеровы координаты, а yk̂ - лагранжевы координаты, постоянные вдоль каждой
фиксированной мировой линии, (1/c)ξ0̂ - некоторый временной параметр, в качестве ко-
торого выбираем собственное время. Условимся, что индексы µ принадлежат эйлеровым
координатам, а индексы µ̂ - лагранжевым. Дифференцируя (1) по yk̂ и ξ0̂, в каждой точке
пространства- времени получим аффинный репер. Отметим, что временной ∂xµ/∂ξ0̂ и про-
странственные ∂xµ/∂yk̂ векторы в общем случае не ортогональны друг другу. Однако из
соотношения (1) могут быть построены реперы, у которых "временной"и "пространствен-
ные"векторы ортогональны, но эти реперы не являются результатом дифференцирования
4-радиуса вектора по лагранжевым координатам yk̂ и ξ0̂. Эти реперы неголономны, и со-
ответствующие им коэффициенты Ламе имеют вид

hµ
k̂

=
(
δµε − V µVε

)
∂Ψε

∂yk̂
, hµ

0̂
=
∂Ψµ

∂ξ0̂
= V µ,

hk̂µ =
∂yk̂

∂xµ
, h0̂

µ = Vµ. (2)

Для неголономных координат коэффициенты связности Γσ̂
α̂β̂

в пространстве Минковского
можно представить в виде [6]

Γσ̂
α̂β̂

= hσ̂ε
∂̂hε

β̂

∂̂yα̂
= −hε

β̂

∂̂hσ̂ε

∂̂yα̂
, (3)

где всюду в дальнейшем под символом ∂̂/∂̂yα̂ будем понимать производные по направле-
ниям, определяемые как

∂̂

∂̂y0̂
=

∂̂

∂̂ξ0̂
= V µ ∂

∂xµ
,

∂̂

∂̂yk̂
= hµ

k̂

∂

∂xµ
(4)

В формуле (3) предполагается, что в пространстве Минковского выбраны галилеевы ко-
ординаты. Для произвольных криволинейных координат формула для связности примет
вид

Γσ̂
α̂β̂

= −hε
β̂

∂̂hσ̂ε

∂̂yα̂
+ Γµνλh

σ̂
µh

ν
β̂
hλα̂, (3a)

где Γµνλ - связность в пространстве Минковского. Из коэффициентов Ламе образуем объект
неголономности C σ̂

α̂β̂
.

C σ̂
α̂β̂.

= −Γσ̂
[α̂β̂]

=
1

2

(
hε
β̂

∂̂hσ̂ε

∂̂yα̂
− hεα̂

∂̂hσ̂ε

∂̂yβ̂

)
=

1

2
hνα̂h

ε
β̂

(
∂hσ̂ε
∂xν
− ∂hσ̂ν
∂xε

)
. (5)

Следуя Схоутену [6], для неголономных преобразований связность Γσ̂
α̂β̂

представим в
форме

Γσ̂
α̂β̂

=

{
σ̂

α̂β̂

}
+ T σ̂

α̂β̂
, T σ̂

α̂β̂
= −C σ̂

α̂β̂
+ gα̂ε̂g

σ̂ν̂C ε̂
β̂ν̂.

+ gβ̂ε̂g
σ̂ν̂C ε̂

α̂ν̂.. (6)
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Если вычислить тензор Римана-Кристоффеля в пространстве Минковского, то он тожде-
ственно равен нулю. Ясно, что переход в лагранжеву сопутствующую НСО с помощью
коэффициентов Ламе (2) не делает тензор кривизны отличным от нуля, а приводит к
тождеству [6]

R...µ̂

α̂β̂γ̂
= 2∂̂[α̂Γµ̂

β̂]γ̂
+ 2Γµ̂[α̂|ε̂|Γ

ε̂
β̂]γ̂

+ 2C ε̂
α̂β̂

Γµ̂ε̂γ̂ ≡ 0. (7)

Из (6) и (7) следует
R̂...µ̂

α̂β̂γ̂
= −2∇̂[α̂T

µ̂

β̂]γ̂
− 2T µ̂[α̂|ε̂|T

ε̂
β̂]γ̂
− 2C ε̂

α̂β̂
T µ̂ε̂γ̂. (8)

В соотношении (8) тензор кривизны вычисляется с помощью символов Кристоффеля{
σ̂

α̂β̂

}
, полученных из метрических коэффициентов

ĝα̂β̂ = gµνh
µ
α̂h

ν
β̂
, ĝ0̂0̂ = 1, ĝ0̂k̂ = 0, (9)

где gµν - метрический тензор в эйлеровых координатах пространства Минковского. Симво-
лы Кристоффеля вычисляются обычным способом с заменой частных производных про-
изводными по направлениям, а оператор ∇̂α̂ вычисляется с помощью кристоффелевой
связности.

Таким образом неголономные преобразования привели к отличному от нуля тензору
кривизны, вычисляемому с помощью кристоффелевой части связности (6).

Как будет следовать далее из анализа уравнений движения, тензор кривизны R̂...µ̂

α̂β̂γ̂

можно назвать относительным тензором кривизны НСО.

Для неголономных координат имеют место следующие коммутационные соотношения
[6]

∂̂2

∂̂yβ̂∂̂yα̂
− ∂̂2

∂̂yα̂∂̂yβ̂
= 2C γ̂

α̂β̂

∂̂

∂̂yγ̂
. (10)

Конкретный вид объекта неголономности зависит от выбранных коэффициентов Ламе,
которые определяются в зависимости от выбора временного параметра вдоль мировых
линий частиц базиса. Например, если в качестве временного параметра выбрать собствен-
ное время, как это было сделано в (2), то вычисление объекта неголономности приводит
к соотношениям

C 0̂
k̂l̂

= Ωk̂l̂, 2C 0̂
0̂k̂

= Fk̂, C k̂
α̂β̂

= 0, (11)

где
Ωk̂l̂ = Ωµνh

µ

k̂
hν
l̂
, Fk̂ = Fµh

µ

k̂
. (12)

При получении (12) воспользовались соотношениями,

Ωµν = ∇[µVν] − V[µFν],

Fµ = V ν∇νVµ.

в которых тензор угловой скорости вращения и вектор 4 - ускорения рассматриваются
в эйлеровых координатах пространства Минковского и проектируются с помощью па-
раметров Ламе в сопутствующую лагранжеву НСО. Для объекта неголономности (11)
коммутационные соотношения (10) сводятся к виду

∂̂2

∂̂yk̂∂̂y l̂
− ∂̂2

∂̂y l̂∂̂yk̂
= 2Ωl̂k̂

∂̂

∂̂y0̂
,

∂̂2

∂̂yk̂∂̂y0̂
− ∂̂2

∂̂y0̂∂̂yk̂
= Fk̂

∂̂

∂̂y0̂
. (13)
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Коммутационные соотношения (13) эквивалентны коммутационным соотношениям ТХИ
Зельманова [7]. Из вида метрики (9), разложения (6) и коэффициентов Ламе (2) получаем 0̂

0̂0̂

 =

 k̂

0̂0̂

 =

 0̂

0̂k̂

 = 0,

 0̂

k̂l̂

 = −Σk̂l̂, k̂

n̂l̂

 = λk̂
n̂l̂
,

 k̂

0̂n̂

 = Σk̂
n̂, T 0̂

0̂k̂.
= −Fk̂, T k̂0̂0̂. = F k̂,

T k̂
m̂l̂.

= Tm̂l̂,k̂ = T 0̂
k̂0̂.

= 0, T k̂
0̂l̂.

= T k̂
l̂0̂

= Ωk̂
l̂.
, T 0̂

k̂l̂
= −Ωk̂l̂. (14)

Так как
Σk̂l̂ + Ωk̂l̂ = hν

k̂
hµ
l̂
∇µVν , (15)

то можно показать, дифференцируя по y0̂, что имеет место следующее кинематическое
тождество

∂̂

∂̂y0̂

(
Σk̂l̂ + Ωk̂l̂

)
≡ ĝm̂n̂

(
Σl̂n̂ + Ωl̂n̂

)(
Σk̂m̂ + Ωk̂m̂

)
+ ∇̂k̂Fl̂ − Fk̂Fl̂, (16)

откуда, альтернируя, имеем
∂̂

∂̂y0̂
Ωk̂l̂ ≡ ∇̂[k̂Fl̂]. (17)

Симметрирование выражения (16) дает

∂̂

∂̂y0̂
Σk̂l̂ ≡ ĝm̂n̂

(
Σl̂n̂ + Ωl̂n̂

)(
Σk̂m̂ + Ωk̂m̂

)
+ ∇̂(k̂Fl̂) − Fk̂Fl̂. (18)

Хотя относительный тензор кривизны НСО вычисляется с помощью символов Кристоф-
феля так же, как и обычный тензор кривизны в римановом пространстве, однако при
выражении связности через метрический тензор используются не обычные частные про-
изводные, а производные по направлениям. Поэтому относительный тензор кривизны об-
ладает специфическими особенностями, которые возникают из-за некоммутативности про-
изводных по направлениям. Например, известное тождество Риччи будет иметь вид

R̂...µ̂

α̂β̂,γ̂
+ R̂...µ̂

β̂γ̂,α̂
+ R̂...µ̂

γ̂α̂,β̂

= 2

[
C σ̂
α̂β̂.

{
µ̂

σ̂γ̂

}
+ C σ̂

β̂γ̂.

{
µ̂

σ̂α̂

}
+ C σ̂

γ̂α̂.

{
µ̂

σ̂β̂

}]
(18a)

Для тождества Бианки имеем выражение

∇̂ε̂R̂
...µ̂

α̂β̂,γ̂
+ ∇̂α̂R̂

...µ̂

β̂ε̂,γ̂
+ ∇̂β̂R̂

...µ̂
ε̂α̂,γ̂

= 2C σ̂
ε̂α̂.R̂

...µ̂

β̂σ̂,γ̂
+ 2C σ̂

α̂β̂.
R̂...µ̂
ε̂σ̂,γ̂ + 2C σ̂

β̂ε̂.
R̂...µ̂
α̂σ̂,γ̂, (19)

для доказательства которого удобно перейти в локально геодезическую систему коорди-
нат.
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Тензор кривизны (8) можно представить в другой эквивалентной форме

R̂...µ̂

α̂β̂,γ̂
= 2∂̂[α̂

 µ̂

β̂]γ̂

+ 2

{
µ̂

[α̂|ε̂|

} ε̂

β̂]γ̂

+ 2C ε̂
α̂β̂.

{
µ̂

ε̂γ̂

}

≡ K ...µ̂

α̂β̂,γ̂
+ 2C ε̂

α̂β̂.

{
µ̂

ε̂γ̂

}
. (20)

K ...µ̂

α̂β̂,γ̂
не является тензором относительно голономных преобразований лагранжевых

переменных, хотя по виду не отличается от обычного тензора кривизны. Однако замена
частных производных производными по направлениям приводят к изменению трансфор-
мационных свойств.

Так как мы рассматриваем два рода ковариантных производных ∇̂α̂ и ∇̃α̂, вычисляе-
мых соответственно с помощью кристоффелевой части связности (6) и полной неголоном-
ной связности (3), то должны выполняться условия согласования. Можно доказать, что
таким условием согласования является непосредственно проверяемое соотношение

∇̃α̂ĝβ̂γ̂ = ∇̂α̂ĝβ̂γ̂ = 0. (21)

Проведем дальнейший анализ относительного тензора кривизны. Рассмотрим выражение

0 = ∇̂[α̂∇̂µ̂]ĝλ̂ν̂ = C γ̂
µ̂α̂.

∂̂ĝλ̂ν̂
∂̂yγ̂

−Kα̂µ̂,(λ̂ν̂). (22)

Используя (20), находим
R̂α̂β̂,(γ̂µ̂) = 0. (23)

Свертывая (18) по µ̂ и γ̂, получим

R̂[α̂β̂] = C σ̂
α̂β̂.

{
µ̂

σ̂µ̂

}
+ C σ̂

β̂γ̂.

{
γ̂

σ̂α̂

}
+ C σ̂

γ̂α̂.

{
γ̂

σ̂β̂

}
. (24)

Из (24) следует, что относительный тензор Риччи не является симметричным. Отсутствие
симметрии тензора Риччи косвенно связано с тем, что

R̂α̂β̂,γ̂µ̂ 6= R̂γ̂µ̂,α̂β̂. (25)

Образуем тензор, обладающий такими же свойствами симметрии, как и обычный тензор
Римана-Кристоффеля. Для этого построим тензор

R̃α̂β̂,γ̂µ̂ =
1

2

(
R̂α̂β̂,γ̂µ̂ + R̂γ̂µ̂,α̂β̂

)
, (26)

обладающий такими же свойствами симметрии, как и тензор Римана-Кристоффеля. Вос-
пользуясь предыдущими формулами, можно показать, что построенный тензор удовле-
творяет обычному тождеству Риччи

R̃α̂β̂,γ̂µ̂ + R̃β̂γ̂,α̂µ̂ + R̃γ̂α̂,β̂µ̂ = 0, (27)
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из которого вытекает симметрия тензора Риччи R̃α̂β̂. Отметим равенство

R̂β̂µ̂,γ̂α̂ − R̂γ̂α̂,β̂µ̂ = C 0̂
γ̂β̂.

∂̂ĝµ̂α̂

∂̂y0̂
+

+C 0̂
β̂α̂.

∂̂ĝγ̂µ̂

∂̂y0̂
+ C 0̂

µ̂γ̂.

∂̂ĝβ̂α̂

∂̂y0̂
+ C 0̂

α̂µ̂.

∂̂ĝβ̂γ̂

∂̂y0̂
. (28)

Вычисление компонент тензора кривизны R̃α̂β̂,γ̂µ̂ дает

R̃âb̂,ĉq̂ = Ωq̂b̂Ωâĉ − Ωq̂âΩb̂ĉ − 2Ωâb̂Ωĉq̂,

R̃âb̂,ĉ0̂ = 2∇̂[âΩb̂]ĉ + 2Ωâb̂Fĉ −
1

2
Fb̂Σâĉ +

1

2
FâΣĉb̂,

R̃0̂b̂,ĉ0̂ = Fb̂Fĉ − ∇̂(b̂Fĉ) − 2Σn̂
(b̂

Ωĉ)n̂ + Ωn̂ĉΩ
n̂
b̂.
. (29)

Пространственные компоненты относительного тензора кривизны могут быть представ-
лены в форме

R̃âb̂,ĉq̂ = R̆âb̂,ĉq̂ − 2Σq̂[âΣb̂]ĉ, (30)

где R̆âb̂,ĉq̂ - трехмерный тензор кривизны на гиперповерхности ортогональной мировым
линиям частиц среды. Эта гиперповерхность неголономна при наличии вращений. Из (29)
и (30) находим

R̆âb̂,ĉq̂ = 2Σq̂[âΣb̂]ĉ + Ωq̂b̂Ωâĉ − Ωq̂âΩb̂ĉ − 2Ωâb̂Ωĉq̂. (31)

При отсутствии вращений (31) переходит в выражение полученное ранее автором из дру-
гих соображений [8].

Введем ряд полезных в дальнейшем тождеств

V̂α̂ = hµα̂Vµ = δ0̂
α̂, ∇̃[α̂∇̃β̂]V̂γ̂ = 0 =

= ∇̂[α̂∇̃β̂]V̂γ̂ − T
ε̂
[α̂β̂].
∇̃ε̂V̂γ̂ − T ε̂[α̂|γ̂|.∇̃β̂]V̂ε̂,

∇̃k̂V̂l̂ = Σk̂l̂ + Ωk̂l̂, ∇̃0̂V̂l̂ = Fl̂, ∇̃k̂V̂0̂ = ∇̃0̂V̂0̂ = 0. (32)

Из (32) следует
∇̂[âΣb̂]ĉ + ∇̂[âΩb̂]ĉ = −Ωâb̂Fĉ. (33)

Произведя циклическую перестановку индексов â, b̂, ĉ в (33), получим два дополнительные
тождества, складывая которые с (33), имеем тождество

∇̂âΩb̂ĉ + ∇̂b̂Ωĉâ + ∇̂ĉΩâb̂ + FâΩb̂ĉ + Fb̂Ωĉâ + FĉΩâb̂ ≡ 0. (34)

Аналогичное тождество получено в работе [7]. Используя выражения (18) и (33), запишем
(29) в виде

R̃âb̂,ĉ0̂ = −∇̂[âΣb̂]ĉ −
1

2
Fb̂Σâĉ +

1

2
FâΣĉb̂,

R̃0̂b̂,ĉ0̂ = − ∂̂Σb̂ĉ

∂̂y0̂
+ Σn̂

ĉΣb̂n̂. (35)
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Из (29) и (35) следует, что для жестких в смысле Борна безвихревых НСО относительный
тензор кривизны равен нулю. Для компонент тензора Риччи имеем 1

R̃b̂ĉ = − ∂̂Σb̂ĉ

∂̂y0̂
+ Σn̂

n̂Σb̂ĉ + 2Σn̂
ĉΣb̂n̂ + R̆b̂ĉ

≡ Fb̂Fĉ − ∇̂(b̂Fĉ) − 2Σn̂
(b̂

Ωĉ)n̂ + Ωn̂b̂Ω
n̂
ĉ.,

R̃b̂0̂ = −∇̂âΩ
â
b̂.
− 2Ωâb̂F

â − 1

2
FâΣâb̂ +

1

2
Fb̂Σ

ĉ
ĉ

≡ ∇̂âΣ
â
b̂
− ∇̂b̂Σ

â
â +

1

2
Fb̂Σ

â
â −

1

2
F âΣâb̂,

R̃0̂0̂ = −
∂̂Σb̂

b̂

∂̂y0̂
− Σn̂ĉΣ

n̂ĉ ≡ Fn̂F
n̂ − ∇̂n̂F

n̂ + Ωn̂b̂Ω
b̂n̂. (36)

Для скалярной кривизны получим

R̃ = 2Fn̂F
n̂ − 2∇̂n̂F

n̂ − Ωn̂b̂Ω
b̂n̂. (37)

Из тождества (19) найдем укороченное тождество Бианки.

∇̂α̂

(
R̃ε̂α̂ − 1

2
ĝε̂α̂R̃

)
= −∇̂α̂R̂

[ε̂α̂]

+2C ε̂
.α̂σ̂

(
R̂σ̂α̂ + R̂[σ̂α̂]

)
+ Cβ̂α̂,σ̂R̂

ε̂σ̂,β̂α̂. (38)

Из выражения (38) видно, что тензор Эйнштейна для НСО, стоящий в круглых скоб-
ках в левой части равенства, существенно отличается от тензора Эйнштейна в ОТО, для
которого правая часть равенства тождественно равна нулю.

Сравним полученные результаты с результатами А.Л. Зельманова [7], введя для удоб-
ства сравнения обозначения, используемые в [7].

ĝâb̂ = −hab, Σâb̂ = −1

c
Dab, Ωĉα̂ = −Aca, Σâ

â =
1

c
D,

Σn̂
ĉ =

1

c
Dn
c , Ωα̂

ĉ. =
1

c
Aac., Fb̂ =

1

c2
Fb, F â = − 1

c2
F a,

∂̂

∂̂yk̂
=

∗∂

∂xk
,

∂̂

∂̂y0̂
=

1

c

∗∂

∂t
. (38a)

Используя соотношения (36), получим следующие тождества в обозначениях Зельма-
нова

∗∂Dik

∂t
−
(
Dij + Aij

)(
Dj
k + Ajk.

)
+DDik −DijD

j
k

+3AijA
j
k. + ∇̂(iFk) −

1

c2
FiFk + c2R̆ik ≡ 0,

∇̂j

(
hijD −Dij − Aij

)
+

2

c2
FiA

ij ≡ 0,

1Отметим во избежание недоразумений, что тензоры кривизны разными авторами определяются с
точностью до знака. Например, в [9] и [10] тензоры кривизны совпадают и отличаются знаком от тензора
кривизны, используемого нами в этом разделе на основе [6]. Тензор Риччи в [6], [10] и нашем случае
получается при помощи свертки по первому и четвертому индексам, а в [9] производится свертка по
первому и третьему индексам. Поэтому тензоры Риччи и скалярная кривизна в [9], [6] и в нашем случае
совпадают, а от [10] отличаются знаком.
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∗∂D

∂t
+DjkD

kj + AjkA
kj + ∇̂jF

j − 1

c2
FjF

j ≡ 0. (39)

Левые части тождеств в (39) представляют компоненты тензора Риччи, задающие левую
часть уравнений Эйнштейна в ТХИ. В нашем случае эти компоненты равны нулю. Полу-
ченный результат не является неожиданным. Исходное пространство, в котором изучалось
движение сплошной среды, было плоским пространством Минковского. Возникновение
отличного от нуля относительного тензора кривизны обусловлено разделением нулевого
неголономного тензора кривизны плоского пространства-времени на две ненулевых части.

Если бы исходное пространство было римановым, что имеет место в ОТО, то в левой
части равенства (8) добавился бы тензор кривизны исходного пространства, заданный в
неголономной сопутствующей лагранжевой НСО. Это должно было привести и к изме-
нению некоторых кинематических тождеств. В частности, в правой части тождества (33)
добавится член

∇̃[â∇̃b̂]V̂ĉ = −1

2
R0̂
âb̂,ĉ.

.

Произведя в новом тождестве свертку по â и ĉ, поднимая индекс b̂, получим выражение
Rb̂0̂ компоненты тензора Риччи в теории Зельманова.

Целью предлагаемого в этом разделе исследования является выделение вклада в кри-
визну пространства-времени, обусловленного неинерциальностью наблюдателей, движу-
щихся вместе с средой в произвольном силовом поле. Так как поле 4-скоростей Vµ по-
явилось, как результат интегрирования релятивистского уравнения движения сплошной
среды в плоском пространстве- времени, то разложение

∇µVν = Σµν + Ωµν + VµFν ,

выступает в качестве математического тождества. Хотя закон движения сплошной среды
в переменных Лагранжа (1) голономен, однако "пространственные"векторы аффинных
реперов, соединяющие соседние лагранжевы частицы, не могут появиться как результат
дифференцирования 4-радиуса вектора xµ по лагранжевым координатам yk̂, так как ги-
перповерхность одновременных событий, когда в качестве временного параметра исполь-
зуется собственное время, не ортогональна мировым линиям частиц среды. Поэтому из
физического требования "размещения"пространственных реперов на ортогональной ми-
ровым линиям гиперповерхности, возникает отличный от нуля объект неголономности.

Вид объекта неголономности зависит и от выбора временного параметра. Для элемента
интервала находим

dS2 = dy0̂
2

+ g∗µν
∂Ψµ

∂yn̂
∂Ψν

∂yk̂
dyn̂dyk̂, g∗µν = gµν − VµVν . (40)

g∗µν - проекционный оператор в пространстве Минковского, проектирующий тензоры на
ортогональную мировым линиям частиц базиса гиперповерхность.

dy0̂ = dξ0̂ + Vµ
∂Ψµ

∂yn̂
dyn̂ = Vµdx

µ. (41)

Из (41) видно, что dy0̂ не является полным дифференциалом, т.е. y0̂ - неголономная коор-
дината.
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Элемент интервала (40) эквивалентен разбиению в сопутствующей НСО четырехмер-
ного интервала на две части, одна из которых dy0̂ = Vµdx

µ есть элемент времени на-
блюдателя, движущегося вместе с средой, а другая - элемент трехмерного интервала на
ортогональной мировым линиям частиц среды гиперповерхности. Аналогичное разбиение
приводится в [7] и [11]. Так как в сопутствующей НСО справедливы очевидные соотноше-
ния

V k̂ = hk̂µV
µ =

dyk̂

dξ0̂
= 0,

Vk̂ = Vµ
∂Ψµ

∂yk̂
= gk̂α̂V

α̂ = gk̂0̂V
0̂ =

gk̂0̂√
g0̂0̂

, (42)

то элемент пространственного интервала в лагранжевой сопутствующей НСО имеет вид

dl2 =
(
gn̂0̂gk̂0̂

g0̂0̂

− gn̂k̂
)
dyn̂dyk̂. (43)

Элемент интервала (43) совпадает с хорошо известным соотношением [9]. Отметим, что
соотношения (42) и (43) являются общими и не зависят от конкретного вида параметров
Ламе (2).

Построенный нами относительный тензор кривизны является тензором относитель-
но неголономных преобразований. Представляет интерес построить относительный тен-
зор кривизны, который соответствует обычному общековариантному тензору Римана-
Кристоффеля относительно произвольных голономных преобразований.

В согласии с (6) неголономная связнось раскладывается на кристоффелеву часть связ-
ности и сумму объектов неголономности. При этом кристоффелева часть связности вы-
числяется через метрический тензор (9) по формуле

{
σ̂

α̂β̂

}
=

1

2
ĝσ̂γ̂(∂̂α̂ĝβ̂γ̂ + ∂̂β̂ ĝγ̂α̂ − ∂̂γ̂ ĝα̂β̂),

∂̂α̂ ≡
∂̂

∂̂yα̂
. (44)

Очевидно, что связность (44) отличается от обычной голономной связности тем, что в
связности (44) вместо частных производных стоят производные по направлениям. Исходя
из определения производной по направлениям, имеем c использованием (2)

∂̂α̂ = hµα̂
∂

∂xµ
=

∂

∂yα̂
+ Lα̂

∂

∂s
, Lα̂ ≡ V̂α̂ − Vα̂,

V̂α̂ = hµα̂Vµ = δ0̂
α̂, Vα̂ = Vµ

∂xµ

∂yα̂
, (45)

где дифференцирование по y0̂ эквивалентно дифференцированию по ξ0̂ или по длине s
вдоль мировых линий базиса.
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Из (45) следует, что L0̂ = 0.

Из (6) и (45) находим{
α̂β̂, γ̂

}
= Γ̃α̂β̂,γ̂ + T̃α̂β̂γ̂, T̃α̂β̂γ̂ = Lβ̂Σγ̂α̂ + Lα̂Σγ̂β̂ − Lγ̂Σα̂β̂,

Σγ̂α̂ =
1

2

∂ĝα̂β̂
∂s

, Σ0̂0̂ = Σ0̂k̂ = 0, (46)

где Γ̃α̂β̂,γ̂ - голономная кристоффелева связность, вычисляемая по метрике (9). На осно-
ве проведенного анализа неголономная связность, определяемая разложением (6), может
быть представлена в виде

Γσ̂
α̂β̂

= Γ̃σ̂
α̂β̂

+ Πσ̂
α̂β̂
, Πσ̂

α̂β̂
= T σ̂

α̂β̂
+ T̃ σ̂

α̂β̂
. (47)

Заменив в формуле (7) неголономную связность Γσ̂
α̂β̂

на сумму связностей из (47), получим
с учетом (45) и (6) разложение

R...µ̂

α̂β̂γ̂
= 2∂[α̂Γ̃µ̂

β̂]γ̂
+ 2∂[α̂Πµ̂

β̂]γ̂

+2L[α̂

∂Γµ̂
β̂]γ̂

∂s
+ 2Γµ̂[α̂|ε̂|Γ

ε̂
β̂]γ̂

+ 2C ε̂
α̂β̂

Γµ̂ε̂γ̂ ≡ 0. (48)

Из разложения (48) можно выделить в явном виде член вида

K̃ ...µ̂

α̂β̂γ̂
= 2∂[α̂Γ̃µ̂

β̂]γ̂
+ 2Γ̃µ̂[α̂|ε̂|Γ̃

ε̂
β̂]γ̂
, (49)

который соответствует обычному общековариантному относительно голономных преобра-
зований тензору Римана-Кристоффеля. Из (48) и (49) имеем

−K̃ ...µ̂

α̂β̂γ̂
= 2∇[α̂Πµ̂

β̂]γ̂
+ 2Πµ̂

[α̂|ε̂|Π
ε̂
β̂]γ̂

+ 2C ε̂
α̂β̂

Γµ̂ε̂γ̂ + 2L[α̂

∂Γµ̂
β̂]γ̂

∂s
. (50)

По поводу формулы (50) необходимо сделать следующие замечания:

1. Ковариантная производная в правой части (50) вычисляется обычным образом (как
для тензора) по голономной кристоффелевой связности от объекта Πσ̂

α̂β̂
, который не яв-

ляется тензором относительно голономных преобразований.

2. Все величины, входящие в правую часть равенства (тождества) (50), также не яв-
ляются тензорами относительно голономных преобразований, однако их комбинация яв-
ляется общековариантным тензором.

Таким образом, в лагранжевой сопутствующей системе отсчета можно ввести в общей
координации три связности: абсолютную неголономную связность Γµ̂ε̂γ̂, вычисляемую по

формуле (3), относительную неголономную связность
{

σ̂

α̂β̂

}
, задаваемую с помощью раз-

ложения (6) и относительную голономную связность Γ̃α̂β̂,γ̂, получаемую из разложения
(46).

Ясно, что это возможно только в том случае, если ковариантные производные от мет-
рического тензора (9) для каждой из связностей равны нулю. Докажем, что это именно
так. Используя формулы (3) и (9), подставляя их в выражение

∇̃µ̂ĝα̂β̂ = ∂̂µ̂ĝα̂β̂ − Γν̂µ̂α̂ĝν̂β̂ − Γν̂
µ̂β̂
ĝα̂ν̂ , (51)
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убеждаемся, что ∇̃µ̂ĝα̂β̂ ≡ 0.

Используя разложение (6) находим с помощью (51)

∇̂µ̂ĝα̂β̂ = ∇̃µ̂ĝα̂β̂ + T ν̂µ̂α̂ĝν̂β̂ + T ν̂
µ̂β̂
ĝα̂ν̂ . (52)

Так как сумма двух тензоров аффинной деформации связности 2 в последней формуле
дает ноль, то ∇̂µ̂ĝα̂β̂ = ∇̃µ̂ĝα̂β̂ = 0. Наконец из равенства

∇µ̂ĝα̂β̂ = ∇̂µ̂ĝα̂β̂ + T ∗
µ̂α̂,β̂

+ T ∗
µ̂β̂,α̂
− 2Lµ̂Σα̂β̂,

T ∗
µ̂α̂,β̂

= Lµ̂Σα̂β̂ + Lα̂Σµ̂β̂ − Lβ̂Σµ̂α̂ (53)

следует, что
T ∗
µ̂α̂,β̂

+ T ∗
µ̂β̂,α̂
− 2LµΣα̂β̂ = 0. (54)

Поэтому имеем окончательно

∇̃µ̂ĝα̂β̂ = ∇̂µ̂ĝα̂β̂ = ∇µ̂ĝα̂β̂ = 0. (55)

Развитый в этом параграфе математический аппарат, описывающий свойства лагран-
жевых сопутствующих систем отсчета с заданным законом движения (1), предполагал,
что в (1) в качестве временного параметра фигурировало собственное время. Однако ча-
сто при описании перехода из ИСО в НСО используется другой временной параметр,
например, время ИСО. Поэтому интересно разработать такой аппарат, который был бы
пригоден для произвольного временного параметра. Будем считать, в (1), что ξ0̂ - произ-
вольный временной параметр. Для 4 - скорости V µ в переменных Лагранжа справедливо
соотношение

V µ = Θ
∂Ψµ

∂ξ0̂
, (56)

где множитель Θ определяется из условия нормировки 4 - скорости на единицу.

Θ2 =
1

gµν
∂Ψµ

∂ξ0̂
∂Ψν

∂ξ0̂

, (57)

Cоответствующие коэффициенты Ламе имеют вид

hµ
k̂

=
(
δµε − V µVε

)
∂Ψε

∂yk̂
, hµ

0̂
=
∂Ψµ

∂ξ0̂
=
V µ

Θ
,

hk̂µ =
∂yk̂

∂xµ
, h0̂

µ = ΘVµ. (58)

Для неголономных координат коэффициенты связности Γσ̂
α̂β̂

в пространстве Минковского
можно представить в виде (3) и разложения (6) Из коэффициентов Ламе образуем объект
неголономности C σ̂

α̂β̂
(5). Конкретный вид объекта неголономности зависит от выбранных

2Отметим, что в отличие от Πµ̂
β̂γ̂

объекты T µ̂
β̂γ̂

являются тензорами относительно неголономных преоб-
разований. Для доказательства достаточно вычислить ковариантные производные произвольного вектора
по связностям Γµ̂ε̂γ̂ и

{
µ̂

ε̂γ̂

}
и произвести вычитание одной производной из другой.
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коэффициентов Ламе, которые определяются в зависимости от выбора временного пара-
метра вдоль мировых линий частиц базиса. Для случая (58) находим

C 0̂
k̂l̂

= ΘΩk̂l̂, 2C 0̂
0̂k̂

= Fk̂ −
∂̂ ln Θ

∂̂yk̂
, C k̂

α̂β̂
= 0, (59)

где
Ωk̂l̂ = Ωµνh

µ

k̂
hν
l̂
, Fk̂ = Fµh

µ

k̂
. (60)

Метрические коэффициенты для параметров Ламе (58), имеют вид

ĝα̂β̂ = gµνh
µ
α̂h

ν
β̂
, ĝ0̂0̂ =

1

Θ2
, ĝ0̂k̂ = 0, (61)

где gµν - метрический тензор в эйлеровых координатах пространства Минковского. Симво-
лы Кристоффеля вычисляются обычным способом с заменой частных производных про-
изводными по направлениям, а оператор ∇̂α̂ вычисляется с помощью кристоффелевой
связности. Коммутационные соотношения для производных по направлениям даются об-
щими формулами, (10), которые для нашего случая дают

∂̂2

∂̂yk̂∂̂y l̂
− ∂̂2

∂̂y l̂∂̂yk̂
= 2ΘΩl̂k̂

∂̂

∂̂y0̂
= 2Ωl̂k̂

∂

∂s
,

∂̂2

∂̂yk̂∂̂y0̂
− ∂̂2

∂̂y0̂∂̂yk̂
=
(
Fk̂ −

∂̂ ln Θ

∂̂yk̂

)
∂̂

∂̂y0̂
=

1

Θ

(
Fk̂ −

∂̂ ln Θ

∂̂yk̂

)
∂

∂s
. (62)

Для компонент тензора аффинной деформации связности находим

T0̂k̂,0̂ = −
(
Fk̂ −

∂̂ ln Θ

∂̂yk̂

)
1

Θ2
, T0̂0̂,k̂ =

(
Fk̂ −

∂̂ ln Θ

∂̂yk̂

)
1

Θ2
,

Tm̂l̂,k̂ = Tk̂0̂,0̂ = 0, T0̂l̂,k̂ = Tl̂0̂,k̂ =
1

Θ
Ωl̂k̂, Tk̂l̂,0̂ = − 1

Θ
Ωk̂l̂. (63)

Построение относительного неголономного и голономного тензора кривизны производится
по тем же правилам, что и ранее. Производные по направлениям связаны с частными
производными формулой

∂̂α̂ = hµα̂
∂

∂xµ
=

∂

∂yα̂
+ Lα̂

∂

∂ξ0̂
,

Lα̂ ≡
(
δ0̂
α̂ −ΘVα̂

)
, Vα̂ = Vµ

∂xµ

∂yα̂
. (64)

В согласии с (6) неголономная связнось раскладывается на кристоффелеву часть связ-
ности и сумму объектов неголономности. При этом кристоффелева часть связности вы-
числяется через метрический тензор (9) по формуле (44) Очевидно, что связность (44)
отличается от обычной голономной связности тем, что в связности (44) вместо частных
производных стоят производные по направлениям. Исходя из определения производной
по направлениям, c использованием (2) и (64) находим{

α̂β̂, γ̂
}

= Γ̃α̂β̂,γ̂ + T̃α̂β̂γ̂,

T̃α̂β̂γ̂ =
1

Θ

[
Lβ̂Σγ̂α̂ + Lα̂Σγ̂β̂ − Lγ̂Σα̂β̂

]
,
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Σγ̂α̂ =
1

2
Θ
∂ĝα̂β̂

∂ξ0̂
, Σ0̂0̂ = Σ0̂k̂ = 0, eqno(65)

где Γ̃α̂β̂,γ̂ - голономная кристоффелева связность, вычисляемая по метрике (61), для ко-
торой имеем

Γ̃0̂,k̂l̂ = −1

2

∂ĝk̂l̂
∂ξ0̂

, Γ̃0̂,0̂l̂ =
1

2

∂ĝ0̂0̂

∂y l̂
, Γ̃0̂,0̂0̂ =

1

2

∂ĝ0̂0̂

∂y0̂
,

Γ̃n̂,0̂l̂ =
1

2

∂ĝn̂l̂
∂y0̂

, Γ̃n̂,0̂0̂ = −1

2

∂ĝ0̂0̂

∂yn̂
, Γ̃n̂

k̂l̂
= Λ̃n̂

k̂l̂
, (65a)

где Λ̃n̂
k̂l̂

трехмерные символы Кристоффеля, образованные из трехмерного тензора γ̂k̂l̂ =
−ĝk̂l̂.

Относительный голономный тензор кривизны может быть вычислен по формулам (49)
или (50). Расчет по формуле (49) приводит к соотношениям

−K̃0̂k̂,l̂m̂ =
√
ĝ0̂0̂(∇m̂Σk̂l̂ −∇l̂Σk̂m̂),

K̃îk̂,l̂m̂ = Pîk̂,l̂m̂ − (Σk̂l̂Σîm̂ − Σk̂m̂Σîl̂),

−K̃0̂k̂,0̂m̂ = −ĝ0̂0̂

(
∂Σk̂m̂

∂s
− ĝq̂r̂Σk̂q̂Σm̂r̂

)

−1

2

[
∂2ĝ0̂0̂

∂yk̂∂ym̂
− 1

2
ĝ0̂0̂∂ĝ0̂0̂

∂yk̂
∂ĝ0̂0̂

∂ym̂
− Λn̂

k̂m̂

∂ĝ0̂0̂

∂yn̂

]
. (65b)

Как следует из (65), для жестких в смысле Борна движений ( т.е. при Σα̂β̂ = 0) голо-
номные и неголономные символы Кристоффеля совпадают, однако относительные него-
лономные и голономные тензоры кривизны отличны друг от друга за счет неголономной
добавки (см. (20)).

3. Квадрат элемента относительного интервала сплошной среды в
переменных Лагранжа

В качестве примера рассмотрим движение классически жесткого тела с законом дви-
жения

xa =
∫ t

0
v(τ) dτ + ya, x0 = ct = ξ0̂. (66)

Здесь для временного параметра ξ0̂ выбрано время ИСО. Элемент относительного интер-
вала может быть построен из метрических коэффициентов (61)

dS̃2 =
1

Θ2
dξ0̂

2
+ g∗µν

∂Ψµ

∂yn̂
∂Ψν

∂yk̂
dyn̂dyk̂, g∗µν = γµν − VµVν . (67)

g∗µν - проекционный оператор в пространстве Минковского, проектирующий тензоры на
ортогональную мировым линиям частиц базиса гиперповерхность.

Относительный элемент интервала dS̃2 отличается от абсолютного элемента интервала
(40) нормирующим множителем перед временным коэффициентом и, что более существен-
но, вместо неголономного элемента dy0̂, определяемого из (41), входит голономный элемент
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dξ0̂ = cdt. Ясно, что абсолютный и относительный интервалы не равны по величине. Ис-
пользование метрики для абсолютного интервала, полученного с помощью неголономных
преобразований, приводит к нулевому неголономному тензору кривизны, из которого с
помощью процедуры, разобранной выше, получаются отличные от нуля неголономные и
голономные тензоры кривизны.

Нормирующий множитель 1/Θ2 можно вычислить по формуле (57). Использование
закона движения (66) приводит квадрат элемента интервала (66) к виду

dS̃2 =
1

V 2
0

dx02 − (δnk + VnVk)dy
ndyk. (68)

Cоотношение (68) из других соображений было получено ранее В.И. Родичевым [12], в
которое вместо лагранжевых координат yk входили эйлеровы координаты k и движение
не считалось обязательно классически жестким.

Для частного случая падения в центрально-симметричном поле Солнца из бесконеч-
ности жесткого ящика, имеющего на бесконечности нулевую скорость, формула для ин-
тервала, аналогичная (68), приведена в известной книге А. Зоммерфельда [13] со ссылкой
на неопубликованную работу Ленца. Исходя из этой формулы, Зоммерфельд получил ин-
тервал в форме Шварцшильда, используя в первом приближении закон Ньютона.

Интервал (68) в форме Родичева можно получить из интервала (67) и для произволь-
ного закона движения сплошной среды вида

xa = Ψa(yk̂, x0), x0 = ct = ξ0̂, (69)

если ввести следующее обозначение [15]

∂Ψk

∂yn̂
dyn̂ = dXk, (70)

которое означает, что элемент, соединяющий две близкие лагранжевы частицы, рассмат-
ривается в координатах Эйлера в фиксированный момент времени t. Именно так посту-
пают в классической механике сплошных сред при выводе тензора деформаций в лагран-
жевой сопутствующей СО.

Для произвольного движения сплошной среды в виде (69) элемент относительного
интервала в переменных Лагранжа имеет вид

dS̃2 =
1

V 2
0

dξ0̂
2
− (δmn + VmVn)

∂Ψm

∂y l̂
∂Ψn

∂yk̂
dy l̂dyk̂. (71)

Рассмотрим некоторые частные случаи СО, реализуемых с помощью закона движения
(69) и метрики (71)

1. Равномерно вращающаяся СО.

В отличие от релятивистской жесткой НСО, рассмотренной в предыдущем разделе, и
реализуемой в римановом пространстве-времени, будем следовать стандартному методу
перехода [9].
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Выберем неподвижную систему отсчета, в которой введем цилиндрические координаты
r0, ϕ0, z0, t0 и перейдем к вращающейся системе отсчета r, ϕ, z, t согласно формулам:

r0 = r, ϕ0 = ϕ+ Ωt, z0 = z, t0 = t,

где угловая скорость вращения Ω относительно оси z считается постоянной.

Перейдя от галилеевых координат в (71) к цилиндрическим, получим выражение для
относительного интервала во вращающейся НСО в виде. Элемент интервала имеет вид

dS̃2 =
(

1− Ω2r2

c2

)
c2dt2 − dr2 − r2dϕ2

1− Ω2r2

c2

− dz2. (72)

Для сравнения приводим величину интервала при стандартном рассмотрении

dS2 =
(

1− Ω2r2

c2

)
c2dt2 − 2Ωr2dϕdt− dz2 − r2dϕ2 − dr2. (73)

Обе формулы справедливы, если rΩ/c < 1 и удовлетворяют критерию жесткости как клас-
сическому, так и релятивистскому (в смысле Борна). Однако между метриками имеется
существенное различие: метрика (72) реализуется в римановом пространстве времени, а
метрика (73) - в плоском пространстве Минковского. При t = const метрика (72) соот-
ветствует элементу "физического"пространственного интервала во вращающейся системе
отсчета в согласии с формулой (43). В (72) в отличие от (73) отсутствуют g0k компонен-
ты метрического тензора, что означает возможность синхронизовать часы вдоль любого
замкнутого контура [9].

Связь между истинным τ временем и временем пространства Минковского t у обеих
метрик одинакова.

dτ 2 =
(

1− Ω2r2

c2

)
dt2 (74)

Обе метрики, в отличие от релятивистской жесткой НСО, справедливы лишь для конеч-
ных расстояний от оси вращения.

Метрика (72) допускает простое геометрическое толкование.

Элемент относительного интервала, так же как и в ИСО в декартовых координатах,
определяется по теореме Пифагора для псевдориманова пространства времени: из квад-
рата собственного времени (умноженного на квадрат скорости света) вычитается квадрат
элемента "физической"длины.

2. Релятивистская (нежесткая) равноускоренная НСО.

Как доказано в [1-5], в пространстве Минковского не существует такого закона движе-
ния, который бы приводил к одновременному выполнению двух условий: релятивистской
жесткости и равноускоренности. Поэтому в качестве равноускоренной СО рассмотрим
движение заряженной пыли в постоянном электрическом поле, приводящей к метрике
Логунова

dS2 = (dx0)2 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2,
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где x0 = ct , x1 , x2 , x3 - декартовы координаты, а закон движения сплошной среды дается
для метрик Логунова как:

x1(y1, t) = y1 + (c2/a0)[
√

1 + a0
2t2/c2 − 1],

x2 = y2, x3 = y3, x0 = y0

или

x1(y1, τ) = y1 + c2/a0[cosh(a0τ/c)− 1],

x2 = y2, x3 = y3, t = (c/a0) sinh(a0τ/c),

где в в качестве временного параметра используется время в ИСО , а τ - собственное
время.

dS2 =
c2dt2

1 + a0
2t2/c2

− 2
a0tdtdy

1

(1 + a0
2t2/c2)1/2

−(dy1)2 − (dy2)2 − (dy3)2,

dS2 = c2(dτ)2 − 2 sinh(a0τ/c)cdτdy
1 − (dy1)2 − (dy2)2 − (dy3)2,

Подстановка закона движения в формулу (71) (заменив в (71) yk̂ → yk) приводит к эле-
менту интервала в виде

dS̃2 =
c2dt2

1 + a0
2t2/c2

− (1 + a0
2t2/c2)(dy1)2 + (dy2)2 + (dy3)2. (75)

Подстановка закона движения в (71) (c заменой Θ = 1, t → τ) приводит к квадрату
интервала

dS̃2 = c2dτ 2 − cosh2
(
a0τ

c2

)
(dy1)2 + (dy2)2 + (dy3)2. (76)

Формула (75) была получена из других соображений В.И. Родичевым [12], правда, в
координатах Эйлера, а не Лагранжа, как в нашем случае. Ясно, что (76) может быть
получена из (75) простым преобразованием времени, которое определяется равенством
t = (c/a0) sinh(a0τ/c).

Анализ формул (75) и (76) и сравнение с аналогичными соотношениями у Логуно-
ва показывает, что элементы относительных интервалов (как и в случае вращательного
движения) вычисляются в согласии с теоремой Пифагора для псевдориманова простран-
ства, когда из квадрата собственного времени (умноженного на квадрат скорости света)
вычитается квадрат элемента "физической"длины.

Вычисление относительного тензора кривизны для метрики (76) приводит к отличию
от нуля одной компоненты.

R̂0̂
0̂1̂,1̂. = −a

2
0

c4
cosh

(
a0ξ

0̂

c2

)
(77)

Для скалярной кривизны получим

R̂ = −2
a2

0

c4
(77a)
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В согласии со стандартной точки зрения [9], синхронизация у часов, находящихся в
одинаковых физических условиях, т.е. на одинаковом расстоянии от оси вращения отсут-
ствует. При нашем рассмотрении для относительного интервала такого "парадокса"не
возникает. При рассмотрении вращательного движения часы, находящиеся на одинаковом
расстоянии от оси вращения, должны показывать одинаковое собственное время.

Математический переход к относительному интервалу можно осуществить и совер-
шенно элементарным способом, взяв в метрике (40) величину dy0̂ при фиксированном
значении лагранжевой координаты частицы yk̂ в (41). Это приводит к интервалу

dS̃2 = dξ0̂
2

+ g∗µν
∂Ψµ

∂yn̂
∂Ψν

∂yk̂
dyn̂dyk̂, g∗µν = gµν − VµVν , (78)

длина которого в общем случае не равна длине интервала (40). Таким образом, с нашей
точки зрения интервал для наблюдателей в НСО (т.е. относительный интервал (78)) от-
личается от интервала для наблюдателей в ИСО, использующего координаты НСО (т.е
(40). Из развитого математического аппарата, позволяющего выделить из нулевого него-
лономного тензора кривизны, голономный, следует, что вычисленный из метрики отно-
сительного интервала обычный тензор Римана-Кристоффеля, в общем случае отличен от
нуля.

4. Закон сложения ускорений, относительный
тензор кривизны НСО в пространстве Минковского

Физический смысл введения относительного тензора кривизны можно выяснить на
основе анализа движения частицы в произвольном силовом поле в НСО.

Пусть в пространстве Минковского в некотором силовом поле движется сплошная сре-
да. Поле 4 - скорости среды в переменных Эйлера - V µ. В этом же пространстве в другом
силовом поле движется частица, 4 - скорость которой Uµ не совпадает с V µ. Требуется
определить закон движения частицы относительно среды.

Переход в НСО осуществляем с помощью параметров Ламе (2), используя уравнение
движения

hµ̂α
dUα

dS̃
=

1

m0c
hµ̂αf

α. (79)

В формуле (79) m0 - масса покоя частицы, fα - 4 - сила. Из формул (2 - 6), используя
равенства

∇̂µ̂h
ν
α̂ = hνγ̂T

γ̂
µ̂α̂., ∇̃µ̂h

ν
α̂ = 0 (80)

после простых преобразований получим

dÛ µ̂

dS̃
+

{
µ̂

α̂β̂

}
Û α̂Û β̂ =

1

m0c
f µ̂ − T µ̂

α̂β̂.
Û α̂Û β̂. (81)

Если рассматриваемая частица принадлежит к одной из частиц базиса НСО, то Uµ = V µ

и из (14) следует обращение в ноль правой части (81). Иными словами, для наблюдателей
в сопутствующей НСО относительные векторы первой кривизны мировых линий частиц

17



базиса равны нулю, а относительная кривизна пространства-времени отлична от нуля.
Распишем уравнения (81) по компонентам, воспользуясь очевидным соотношением

dS̃
2

= dy0̂
2
− dl2 =

(
1− u2

c2

)
dy0̂

2
, (82)

где u - величина относительной скорости частицы. Используя выражения (14) и обозначе-
ния (38а), получим уравнения движения относительно НСО в виде удобном для сравнения
с работой Зельманова [7]

dE

dτ
+mDîk̂u

îuk̂ −mFîu
î = c2Vµf

µ

√
1− u2

c2
. (83)

dpk̂

dτ
+ λk̂

n̂l̂
pn̂ul̂ + 2m(Dk̂

î
+ A.k̂

î
)uî −mF k̂ = cf k̂

√
1− u2

c2
. (84)

В формулах (83) и (84) введены следующие обозначения:

E =
m0c

2√
1− u2

c2

, pî =
m0u

î√
1− u2

c2

, m =
E

c2
, dτ =

dy0̂

c
, (85)

где E - относительная (хронометрически инвариантная (х.и.) [54]) энергия частицы, m -
относительная (х.и.) масса, pî - относительный (х.и.) импульс. Левые части равенств (83)
и (84) тождественны левым частям равенств в мировых уравнениях движения работы [7].
Равенство правых частей можно легко доказать. Действительно, для голономных реперов,
получаемых из (1) в сопутствующей НСО справедливо равенство

Vµf
µ = f̂ 0̂ = V0̂f

0̂ + Vk̂f
k̂ =
√
g0̂0̂f

0̂ +
g0̂k̂√
g0̂0̂

f k̂ = g0̂α̂f
α̂ =

f0̂√
g0̂0̂

, (86)

использование которого доказывает совпадение правых частей уравнений (83) и работы [7].
Доказательство для (84) аналогично. Таким образом, несмотря на различие предложен-
ного нами метода перехода в НСО с методом Т.Х.И., уравнения движения относительно
НСО совпали.

Уравнение (82) после свертки с hαµ̂ можно записать в пространстве Минковского в
форме, ковариантной относительно произвольных голономных преобразований эйлеровых
координат. Используя (14), после простых преобразований получим

hαµ̂
D̂Û µ̂

dS̃
≡ Kα =

fα

m0c
− 2gαβ(UνVν)U

σ∇[σVβ]. (87)

В соотношении (87) Kα - относительное 4-ускорение частицы относительно НСО в коор-
динатах ИСО, ортогональное 4-скорости Uα, fα/(m0c) - абсолютное 4-ускорение частицы,
последний член в (84) содержит переносное ускорение и ускорение Кориолиса. Таким обра-
зом, соотношение (87) есть спецрелятивистский закон сложения ускорений, переходящий
в классический при нерелятивистском приближении.

Отметим, что относительное 4-ускорение появилось в результате вычисления абсолют-
ной производной в НСО от относительной 4-скорости частицы с помощью кристоффелевой
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части связности (6). По этой причине тензор кривизны (8) R̂...µ̂

α̂β̂γ̂
можно назвать относи-

тельным тензором кривизны НСО. Воспользуясь легко проверяемым равенством,

∇̂ν̂T
γ̂

µ̂λ̂.
= ∇̃ν̂T

γ̂

µ̂λ̂.
− T γ̂ν̂ε̂.T ε̂µ̂λ̂. + T ε̂ν̂µ̂.T

γ̂

ε̂λ̂.
+ T ε̂

ν̂λ̂.
T γ̂µ̂ε̂., (88)

тензор кривизны (8) можно переписать в виде

R̂...γ̂

ν̂µ̂λ̂
= −2∇̃[ν̂T

γ̂

µ̂]λ̂.
− 2T ε̂

[ν̂|λ̂|.T
γ̂
µ̂]ε̂.. (89)

Используя равенство (80), свертывая тензор кривизны (89) с помощью коэффициентов
Ламе, получим выражение для относительного тензора кривизны в пространстве Мин-
ковского.

hσγ̂h
ν̂
αh

µ̂
βh

λ̂
δ R̂

...γ̂

ν̂µ̂,λ̂
= R...σ

αβ,δ = −2∂[αT
σ
β]δ. − 2T ε[α|δ|.T

σ
β]ε.. (90)

При этом тензор T ενµ. в пространстве Минковского имеет вид

T ενµ. = F εVνVµ − V ε(Ωνµ + FµVν) + VνΩ
ε
µ. + VµΩε

ν.. (91)

Этот тензор после преобразований можно представить в виде

Tνµ,ε =
1

2
[FνµVε + FενVµ + FεµVν ], Fµν = 2∇[νVµ]. (92)

Итак, в результате разделения нулевого неголономного тензора кривизны на две нену-
левые части, в плоском пространстве-времени возникло тензорное поле относительного
тензора кривизны НСО, которое нельзя уничтожить никакими голономными преобразо-
ваниями как содержащими, так и не содержащими время. Отметим, что в формуле (90)
при использовании в пространстве Минковского криволинейных координат частные про-
изводные заменяются на ковариантные.

Хотя по внешнему виду относительный тензор кривизны (90) напоминает тензор Римана-
Кристоффеля, однако вместо коэффициентов связности (не тензоров) в него входят ис-
тинные тензоры аффинной деформации связности, определенные в (6) и выраженные в
эйлеровых координатах пространства Минковского (92). В качестве примера рассмотрим
нерелятивистское, безвихревое движение пыли в ньютоновском поле тяжести. В отно-
сительном тензоре кривизны и относительном тензоре Риччи будем сохранять члены с
множителем не выше, чем 1/c2. В этом приближении имеем из (29) и (36)

R̃âb̂,ĉq̂ = 0, R̃âb̂,ĉ0̂ ≈ 0, R̃0̂b̂,ĉ0̂ ≈ −∇̂(b̂Fĉ),

R̃b̂ĉ ≈ −∇̂(b̂Fĉ), R̃b̂0̂ ≈ 0, R̃0̂0̂ ≈ −∇̂n̂F
n̂. (93)

Так как F b̂ - пространственные компоненты 4-ускорения, то в нерелятивистском случае
при движении в поле Ньютона F b̂ = ab̂/c2, где ab̂ - обычное трехмерное ускорение. Из
уравнения Пуассона получим

−∇̂n̂a
n̂ = 4πkρ, (94)

где k - гравитационная постоянная, ρ - плотность среды. В результате имеем

R̃0̂0̂ =
4πkρ

c2
, R̃b̂0̂ = 0, R̃b̂ĉ = − 1

c2
∇̂(b̂Fĉ). (95)
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Первое и второе равенство в выражении (95) совпадают с соответствующими уравнениями
Эйнштейна в синхронной системе отсчета, последнее - не совпадает.

Рассмотрим простейшие свойства относительного тензора кривизны в пространстве
Минковского. Из выражения (92) для тензора аффинной деформации связности T ενµ. в
пространстве Минковского следует, что для безвихревых движений он имеет вид

T ενµ. = F εVνVµ − V εFµVν = gεσVν

(
∂Vσ
∂xµ
− ∂Vµ
∂xσ

)
. (96)

Если безвихревое движение является жестким, то это приводит к обращению в нуль отно-
сительного тензора кривизны. Таким образом, поступательное движение релятивистски
жесткого тела не приводит к появлению относительной кривизны пространства-времени.

Для произвольных движений относительный тензор Риччи можно представить в виде

Rβγ = −∂T
βγα

∂xα
− ∂F γ

∂xβ
+ ΩαεΩ

αεV βV γ − ΩγεFεV
β. (97)

Скалярная относительная кривизна R вычисляется по формуле

R = −2
∂F γ

∂xγ
+ ΩαεΩ

αε. (98)

Относительный тензор Эйнштейна Gβγ дается выражением

Gβγ = −∂T
βγα

∂xα
− ∂F γ

∂xβ
+ ΩαεΩ

αεV βV γ

−ΩγεFεV
β + gβγ

∂Fα

∂xα
− 1

2
gβγΩαεΩ

αε. (99)

Для безвихревых движений относительные тензоры Риччи и Эйнштейна могут быть пред-
ставлены в виде

Rβγ =
∂(F γαV β)

∂xα
− ∂F γ

∂xβ
. (100)

Gβγ =
∂(F γαV β)

∂xα
− ∂F γ

∂xβ
+ gβγ

∂Fα

∂xα
= 2

∂

∂xα

(
g∗β[γFα]

)
, (101)

где g∗βγ - проекционный оператор, введенный в (40). Из (101) видно, что относительный
тензор Эйнштейна для безвихревых движений, тождественно удовлетворяет закону сохра-
нения

∂Gβγ

∂xγ
≡ 0, (102)

однако не является симметричным.

5. Относительный тензор кривизны сплошной среды в механике Ньютона

Исследуем в ньютоновском приближении метрику пространства-времени для наблю-
дателей, движущихся вместе с средой, пренебрегая всюду величиной v2/c2 по сравнению
с единицей. В этом приближении метрика (40) сводится к виду

dS2 = c2dt2 − δmn
∂Ψm

∂yk̂
∂Ψn

∂y l̂
dyk̂dy l̂. (103)
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В метрике (103) в качестве эйлеровых координат ИСО выбраны декартовы координаты,
в которых gmn = −δmn, t - ньютоново абсолютное время. Следует отметить, что метрика
(103) в общем случае риманова с плоским пространственным сечением. Этот результат
на первый взгляд является неправдоподобным, однако метрика (103) допускает простое
геометрическое и физическое толкование.

В качестве примера рассмотрим нежесткий стержень, элементы которого движутся
вдоль оси стержня с разными скоростями. Вблизи стержня параллельно ему движется
частица со скоростью, превосходящей скорости частиц стержня. Условимся, что наблю-
датели на стержне в качестве времени используют часы ИСО пространства Минковского.
Пусть показания часов, когда частица поравнялась с задним концом стержня t1, а в мо-
мент обгона часы показывали t2. Время, затраченное на обгон, равно (t2 − t1). Ясно, что
относительную длину мировой линии частицы, при обгоне стержня, можно вычислить по
теореме Пифагора. Относительная длина мировой линии частицы, когда стержень имеет
бесконечно малые размеры, дается формулой (103). Элемент интервала (103) получается
из псевдоевклидова интервала с помощью закона движения xn = Ψn(yk̂, t), а дифферен-
циал от xn вычисляется при фиксированном значении t, т.е. не является полным. Поэтому
квадрат элемента интервала, получаемого вычитанием из квадрата временного элемента
квадрата пространственного элемента, заданного в лагранжевой сопутствующей НСО, в
общем случае приводит неевклидову пространству-времени с плоским пространственным
сечением.

Обычно при переходе из ИСО в НСО рассматривают элемент абсолютной длины ми-
ровой линии частицы. Элемент интервала получается из псевдоевклидова интервала с
помощью закона движения xn = Ψn(yk̂, t), а дифференциал от xn является полным. По-
этому квадрат элемента (в отличие от (103)) содержит члены, зависящие от абсолютной
скорости частицы, изменяется g00 компонента и появляются отличные от нуля g0k ком-
поненты метрического тензора. Однако пространство-время при этом остается плоским.
Очевидно, что абсолютная длина мировой линии рассматриваемой частицы не равна
относительной длине мировой линии этой частицы.

Пространственная метрика в лагранжевой сопутствующей НСО в согласии с (103) име-
ет вид

γ̂k̂l̂ = δmn
∂Ψm

∂yk̂
∂Ψn

∂y l̂
. (104)

Как известно из механики сплошной среды [44]

dγ̂k̂l̂
dt

= 2σ̂k̂l̂, (105)

где σ̂k̂l̂ тензор скоростей деформаций в сопутствующей СО. Так как лагранжевы yk̂ при
движении каждой частицы остаются неизменными, то dyk̂/dt = 0, и поэтому

dγ̂k̂l̂
dt

=
∂γ̂k̂l̂
∂t

+
∂γ̂k̂l̂
∂ym̂

dym̂

dt
=
∂γ̂k̂l̂
∂t

= 2σ̂k̂l̂. (106)

Рассмотрим движение разряженного газа в ньютоновском поле тяжести, используя урав-
нение движения в форме Эйлера и уравнение неразрывности.

∂va
∂t

+ vk
∂va
∂xk

= ga,
∂ρ

∂t
+

∂

∂xa
(ρva) = 0. (107)
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Дифференцируя уравнение (107) по xb, имеем

∂

∂t
(σab + ωab) + (σkb + ωkb)(σak + ωak) + vk

∂

∂xk
(σab + ωab) =

∂ga
∂xb

, (108)

или
d

dt
(σab + ωab) + (σkb + ωkb)(σak + ωak) =

∂ga
∂xb

, (109)

где

σab =
1

2

(
∂va
∂xb

+
∂vb
∂xa

)
, ωab =

1

2

(
∂va
∂xb
− ∂vb
∂xa

)
(110)

В (110) σab, ωab - тензоры деформаций и угловой скорости вращения в нерелятивистской
механике в переменных Эйлера. Рассмотрим случай, когда среда движется без вращений
ωab = 0.

Свертывая (108) по a, b, получим в переменных Лагранжа

∂

∂t
σ̂ââ + σ̂k̂

b̂
σ̂b̂
k̂

=
∂ga
∂xa

. (111)

σab =
∂va
∂xb

=
∂vb
∂xa

,
∂σba
∂xb

=
∂σbb
∂xa

.

Последнее соотношение в лагранжевых переменных сводится к виду

∇̂b̂σ̂
b̂
â − ∇̂âσ̂

b̂
b̂

= 0, (112)

где ковариантные производные вычисляются по метрике (104). Для вычисления тензора
Риччи воспользуемся метрикой (103) и результатом [9] для синхронной системой отсчета
с плоской пространственной метрикой.

R̂0̂0̂ = − 1

c2

(
∂

∂t
σ̂ââ + σ̂k̂

b̂
σ̂b̂
k̂

)
, (113)

R̂0̂â =
1

c

(
∇̂b̂σ̂

b̂
â − ∇̂âσ̂

b̂
b̂

)
, (114)

R̂âb̂ =
1

c2

(
∂

∂t
(σ̂âb̂) + σ̂âb̂σ̂

k̂
k̂
− 2σ̂k̂â σ̂b̂k̂

)
. (115)

Можно показать, что при отсутствии вращений справедливо равенство

∂

∂t
σ̂âb̂ =

(
dσkl
dt

+ 2σmlσmk

)
∂Ψk

∂yâ
∂Ψl

∂yb̂
, (116)

используя которое, имеем для выражения (115) соотношение

R̂âb̂ =
1

c2

(
dσkl
dt

+ σklσ
m
m

)
∂Ψk

∂yâ
∂Ψl

∂yb̂
. (117)

Учитывая (109), находим при отсутствии вращений

R̂âb̂ =
1

c2

(
∂gk
∂xl

+ σklσ
m
m − σkmσml

)
∂Ψk

∂yâ
∂Ψl

∂yb̂
. (118)
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Среда, движущаяся в собственном поле тяжести, имеет ga = ∂φ/∂xa, где φ - потенциал
поля тяжести, удовлетворяющий уравнению Пуассона. Из соотношений (111), уравнения
Пуассона находим для (113)

R̂0̂0̂ =
4πkρ

c2
. (119)

Соотношение (114) с учетом (112) дает

R̂0̂â = 0. (120)

Выражение (118) в совокупности с уравнением Пуассона представим в удобной для даль-
нейших исследований форме

R̂âb̂ =
4πρk

c2
γ̂âb̂ + F̂âb̂, F̂âb̂ =

(
∂gm

∂xm
δkl +

∂gk
∂xl

+σklσ
m
m − σkmσml

)
∂Ψk

∂yâ
∂Ψl

∂yb̂
. (121)

Соотношения (119 - 121) при условии, что в последнем выражении F̂âb̂ = 0, представляют
собой уравнения Эйнштейна, записанные в синхронной системе отсчета для пылевидной
материи [9]. Очевидно, что в общем случае F̂âb̂ 6= 0, так как в одном и том же силовом
поле конгруенции мировых линий частиц среды обладают большим произволом.

Выясним при каких частных условиях геометрия НСО, определяемая законами нью-
тоновой механики, и геометрия синхронной системы отсчета для пылевидной материи,
определяемая уравнениями Эйнштейна, совпадают. Из вида метрики (104) следует, что
искомые решения уравнения Эйнштейна справедливы в случае плоских пространствен-
ных сечений. А совпадение решений уравнений Эйнштейна с решениями ньютоновской
механики возможно, если на конгруенции мировых линий частиц базиса наложить огра-
ничение

F̂âb̂ = 0. (122)

Исследуем сферически-симметричные движения сплошной среды, поле скоростей которых
в переменных Эйлера в декартовых координатах есть

va = v(r, t)na, na =
xa
r
, nana = 1. (123)

Используя уравнения Эйлера (107), условия симметрии (123), получим для системы (122)
выражение

1

r

∂v

∂t
= ∆φ,

1

r

∂v

∂t
+
v2

r2
+

2

r

∂φ

∂r
= ∆φ. (124)

Рассмотрим некоторые частные случаи решения этой системы:

1. Для радиального движения разряженной среды в ньютоновском центрально- сим-
метричном поле тяжести, создаваемом массивным телом, центр масс которого расположен
в начале координат, имеем

∆φ = 0, φ = −kM0

r
, v2 = 2kM0

(
1

r
− 1

r0

)
+ v2

0, (125)

23



где M0 - масса тела, создающего поле, v0 - значение скорости при r = r0. Из совместности
выражений (124) и (125) получим

∂v

∂t
= 0, v2 = 2kM0

1

r
. (126)

Решение (126) есть частный случай (125) при условии, что среда на бесконечности поко-
ится. Интегрируя (126), получаем

r = ±
(

3c

2

)2/3

F 1/3(t0 − t)2/3, F ≡ 2kM0

c2
= rg, (127)

где rg - гравитационный радиус. Отметим, что в последнем соотношении скорость света
c введена искусственно для удобства сравнения с другими результатами и в результате в
этой формуле она сокращается, как и должно быть при интегрировании уравнений движе-
ния в нерелятивистской механике. Выбор знака зависит характера движения частиц. При
движении по радиусу к центру выбирается знак "плюс"и знак "минус"при расширении от
центра. Постоянная t0 выбирается из требования, что при t = 0 должно быть r = r0, где
r0 - лагранжева координата. Очевидно, что при падении частиц на центр текущий радиус
лагранжевой частицы r(r0, t) уменьшается поэтому t < t0.

Метрика (103) в сферической системе координат имеет вид

dS2 = c2dt2 −
(
∂r

∂r0

)2

dr2
0 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2), (128)

Используя закон движения (127), полагая

R ≡ 2

3

r0
3/2

rg1/2
, (129)

имеем для элемента интервала выражение

dS2 = c2dt2 − dR2[
3

2rg
(R− ct)

]2/3
−

−
[
3

2
(R− ct)

]4/3

rg
2/3(dθ2 + sin2 θdφ2), (130)

которое в точности совпадает с известной метрикой Леметра в ОТО [9]. Для нашего слу-
чая элемент интервала метрики Леметра означает квадрат относительной длины мировой
мировой линии пробной частицы, движущейся относительно свободно падающих по ра-
диусу к центру невзаимодействующих друг с другом частиц в ньютоновском центрально-
симметричном поле тяжести. При этом, падающие частицы, имеющие на бесконечности
нулевую скорость, образуют базис НСО. Характер сил, действующих на пробную частицу,
не имеет значения.

Хотя метрика (130) и тождественна с соответствующей метрикой из ОТО, однако в
нашем случае координаты и время, определяющие метрику, имеют ясный метрический
смысл, чего в принципе не может быть в ОТО. Например, время падения T частицы
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базиса от начального значения радиуса r1 до текущего значения r(r1, T ) является конечной
величиной и определяется формулой

T =
2

3

[
r1

c

(
r1

rg

)1/2

− r

c

(
r

rg

)1/2]
, (131)

которая соответствует формуле из ОТО, когда в качестве времени используется собствен-
ное время частицы [14]. В нашем случае роль собственного времени играет ньютоновское
время t.

2. Следуя работам [9], [14], рассмотрим ньютоновскую однородную изотропную космо-
логическую модель, для которой имеем

v(r, t) = H(t)r. (132)

Систему (124), учтя уравнения Эйлера, запишем в виде

1

r

∂v

∂t
= −4πkρ,

3

r

∂v

∂t
+
v2

r2
+

2v

r

∂v

∂r
= −4πkρ. (133)

Из уравнений (132), (133) находим

∂H

∂t
= −4πkρ,

∂H

∂t
+H2 = −4

3
πkρ. (134)

Откуда

H2 =
8

3
πkρ, (135)

что соответствует случаю расширения при плотности равной критической. Так как закон
эволюции Вселенной в ньютоновском приближении выведен в [14] для произвольной плот-
ности, то воспользуясь результатами [14] для нашего случая, находим закон расширения

r = r0

(
t− t∞
t0 − t∞

)2/3

, (136)

где (t0−t∞) - "возраст"однородной модели Вселенной. Подстановка (136) в (128) приводит
к выражению для квадрата интервала

dS2 = c2dt2 −
(
t− t∞
t0 − t∞

)4/3[
dr2

0 − r0
2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
, (137)

которое соответствует модели с плоским (евклидовым) пространством ОТО.

6. Заключение

Самым странным результатом, полученном в этом разделе, является тот, что точные ре-
шения уравнений Эйнштейна содержатся в качестве частных случаев нерелятивистской
механики Ньютона, а не наоборот, как принято считать.
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